Фототермическое преобразование бесселевых световых пучков в плотном слое хиральных и ахиральных углеродных нанотрубок by Митюрич, Г.С. et al.
Проблемы физики, математики и техники, № 4 (33), 2017 
 
© Митюрич Г.С., Лебедева Е.В., Сердюков А.Н., 2017                    17 
  
УДК 535.16:534.341 
ФОТОТЕРМИЧЕСКОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ БЕССЕЛЕВЫХ СВЕТОВЫХ 
ПУЧКОВ В ПЛОТНОМ СЛОЕ ХИРАЛЬНЫХ И АХИРАЛЬНЫХ 
УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБОК 
Г.С. Митюрич1, Е.В. Лебедева2, А.Н. Сердюков1 
1Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
2Белорусский торгово-экономический университет потребительской кооперации, Гомель 
 
PHOTOTHERMAL TRANSFORMATION OF BESSEL LIGHT BEAMS 
IN THE DENSE LAYER OF CHIRAL AND ACHIRAL CARBON NANOTUBES 
G.S. Mityurich1, E.V. Lebedeva2, A.N. Serdyukov1 
1F. Sсorina Gomel State University 
2Belarusian Trade and Economics University of Consumer Cooperatives, Gomel 
 Развита теория формирования фотодефлекционного отклика в слоях хиральных и ахиральных углеродных нанотрубок 
при облучении их поляризованными модами бесселевых световых пучков. В рамках исследований получено решение 
системы уравнений теплопроводности с использованием интегральных преобразований Фурье – Бесселя и Лапласа для 
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sel beams with an intensity distribution in space.  
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Введение 
Перспективным материалом в различных 
областях науки и техники являются углеродные 
нанотрубки (УНТ). Одним из главных досто-
инств этих структур является возможность 
управления свойствами создаваемых слоев УНТ 
путем изменения геометрических размеров и 
конфигурации нанообъектов. Классическая тео-
рия электродинамики не всегда может быть при-
менена для описания нанотрубок и, следователь-
но, требуется поиск новых квазиклассических 
теоретических подходов и исследований, кото-
рые позволяли бы решать задачи микро- и мак-
роскопической электродинамики [1], лежащие в 
основе теоретической базы современной фото-
акустической спектроскопии. 
Целью данной работы являлось построение 
теории фототермического преобразования энер-
гии бесселевых световых пучков в плотных сло-
ях хиральных и ахиральных углеродных нанот-
рубок, находящихся на диэлектрической под-
ложке, для случая трансверсальной геометрии 
взаимодействия падающего и пробного пучков 
(рисунок 0.1). Заметим, что не составляет труд-
ности рассмотрение случая коллинеарной гео-
метрии взаимодействия световых пучков. 
 Рисунок 0.1 – Схема регистрации 
фотодефлекционного сигнала: 
1 – слой углеродных нанотрубок;  
2 – «термическая» линза;  
3 – аксикон;  
4 – модулятор;  
5 – ТЕ-мода БСП;  
6 – позиционно-чувствительный фотодетектор; 
7 – зондирующий луч;  
8 – подложка 
 
1 Расчет проводимости ахиральных и хи-
ральных нанотрубок 
Электронные свойства графена будем опи-
сывать на основе закона дисперсии [2] 
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  p                           (1.1) 
  20 1 4cos cos 4cos ,3 3x y y
a aap p p              
в котором учтено взаимодействие только трёх 
соседних атомов гексагональной структуры. В 
выражении (1.1) γ0 ≈ 2,7 эВ – интеграл перекры-
тия, a = 3b / 2ħ, b – расстояние между соседними 
атомами углерода в графеновой плоскости 
( 0,142 нм),b   рх, рy – проекции квазиимпульса 
вектора р, ħ – приведенная постоянная Планка, 
знак «плюс» соответствует зоне проводимости, а 
знак «минус» – валентной зоне. Законы диспер-
сии для углеродных нанотрубок типов zigzag и 
armchair можно легко получить, выполняя 
соответственно в соотношении (1.1) замены  ,x z yp p p p   и  ,x y zp p p p   соот-
ветственно: 
 
  20 1 4cos cos 4cos ,3 3z
a aap p p 
 




  20 1 4cos cos 4cos .3 3z za aap p p
 
            
p
 
Нанотрубки типа armchair обладают метал-
лической проводимостью при всех значениях m, 
а нанотрубки типа zigzag являются металлами 
только при m = 3q, где q – целое число. Как от-
мечено в [1], одной из важных особенностей 
углеродных нанотрубок является то, что при по-
мещении УНТ в продольное магнитостатическое 
поле меняется характер их электрической прово-
димости, и, следовательно, изменяя величину 
намагниченности можно управлять проводимо-
стью нанотрубок. 
Далее рассмотрим уравнение Больцмана, 
описывающее движение π-электронов по цилин-
дрической поверхности однослойной нанотрубки 
в полуклассическом приближении [1]: 
    ; , , ,z z
z
f f feE J F f z t
t p z
        p p  (1.2) 
где e – заряд электрона;   /z zp   p  – ско-
рость электрона;  ,J F f  – интеграл столкнове-
ний;      11 exp / BF k T     p p  – равновесная 
функция распределения Ферми; Т – температура; 
kB – постоянная Больцмана.  Для вычисления интеграла столкновений 
воспользуемся приближением времени релакса-
ции, в соответствии с которым 
        ; , , , , ,J F f p z t F f z t    p p p  где 1/    – частота релаксации; τ – среднее 
время свободного пробега электрона.  
Ограничение, которое накладывается на по-
луклассическую модель описания движения элек-
трона по поверхности УНТ со стороны высоких 
частот, можно записать следующим образом: 
,l    
где 2 /l F nR    соответствует металлическим 
нанотрубкам, 2 / 3l F сnR    – полупроводнико-
вым нанотрубкам; vF = a·γ0 – скорость π-электро-нов на уровне Ферми; Rcn – радиус нанотрубки. 
Далее полуклассическуая модель применя-
ется для вычисления аксиального тока в прямой, 
бесконечно длинной нанотрубке, который возни-
кает под действием электрического поля бегу-
щей волны  0Re exp ,z zE E i hz t     где h – 
константа распространения. 
Найдём малое возмущение δf  из уравнения 
(1.2) путем линейного по полю приближения с 






         Тогда плотность поверхностного аксиаль-
ного тока  0Re expz zj j i hz t     может быть 






ej fd p  


               (1.3) 
Выражение (1.3) можно представить в более 
компактном виде 
 0 0, ,z zz zj h E    
где σzz – аксиальная проводимость нанотрубки, которая может быть определена следующим 
образом: 









        


    (1.4) 
Интегрирование в равенстве (1.4) выполня-
ется по первой зоне Бриллюэна. При скоростях 
электронов много меньших скорости света (υe << с, с – скорость света) электрическая проводимость 
может быть описана соотношением: 
 












i w e Fp S dP
mb i E 
  
      
(1.5) 









ν = 1 / τ – частота релаксации неравновесных 
электронов. 
Выражения для проводимости углеродных 
нанотрубок типов zigzag и armchair соответ-
ственно имеют имеют вид: 
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i w e FP S dP
iR  
  
        
(1.6) 
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i w e FP S dP
R i  
  
      
 (1.7) 
Очевидно, что радиус Rcn определяет размер нанотрубки (Rcn ~ mb, m ~ 100).  
Допустим, что для обоих нанотрубок извес-
тен закон дисперсии электронов в виде зависи-
мости энергии от квазиимпульса ( ).p   Исполь-
зуется приближение π-электронов (без спина) и 
сильной связи электронов в атомах. Заметим, что 






















             
(1.9) 
где p S R    – проекция квазиимпульса на ось 
Оφ в цилиндрической системе координат. 
Выражения (1.8), (1.9) представляют законы 
дисперсии для нанотрубок типов zigzag и armchair 
соответственно. Для углеродных нанотрубок 
(графен) знаки «плюс» и «минус» определяются 
аналогично выражению (1.1). 
Отдельно рассмотрим хиральные углерод-
ные нанотрубки. Запишем закон дисперсии [3], [4]: 
   





    
   
k ka
ka k a a
  (1.10) 
12
1 2 1 2
0
2 1 2
1 4cos cos2 2
4cos ,2
               
     
a a a ak k
a ak
 
где k – волновой вектор, a1 и a2 – вектора тран-сляций гексагональной решетки. 
При переходе в выражении (1.10) от волно-
вого вектора k к вектору квазиимпульса р можно 
получить  
  1 2 1 20 1 4cos cos2 2
                
a a a ap p p   
12
2 1 24cos .2
     
a ap              (1.11) 
С учетом (1.11) и модуля вектора хиральности 
2 2 ,h a n nm m  C  получим закон дисперсии в цилиндрической сис-
теме координат ( , )x y zp p p p   
 
   
 
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         
          
         
  
   






Проекция вектора скорости электрона на 
ось z есть частная производная дисперсии по 
соответствующей проекции квазиипульса [5] 





p        (1.13) 
С учетом соотношения (1.12) и (1.13) полу-
чим выражение для проекции вектора скорости 
электрона 
     0 1 2 1 23 sin sinzp a m n           
  2 22sin 2 /n m n nm m         (1.14) 
2
1 2 21 4cos cos 4cos ,        
где 
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Подставив в выражение (1.5) соотношение 
для проекции вектора скорости электрона, получим  

















       
   
  (1.15) 
Будем считать, что носителями тока явля-
ются электроны, а не дырки, так как их под-
вижность μn << μp. Тогда в формулах (1.11), (1.12) и (1.14) следует оставить знак «плюс». Так как 
нанотрубки типов armchair и zigzag не обладают 
хиральностью, то при расчетах диссипации 
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световой энергии следует ограничиваться 
линейно поляризованным излучением.  
Содержащаяся в выражениях (1.6), (1.7) и 








k T k T
     
        (1.16) 
где      11 exp / BF p p k T        – равновесная 
функция распределения Ферми; Т – температура; 
kB – постоянная Больцмана. Используя теорему о среднем 
        0
0
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получим выражения для аксиальных проводи-
мостей углеродных нанотрубок трех типов: 
– zigzag: 























   
   
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   

  (1.17) 
– armchair: 
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
    (1.18) 
 – chiral: 
 

















      
  
  (1.19) 
Ряды, содержащиеся в (1.17)–(1.19), можно 
просуммировать численно. 
 Таким образом, полученные выражения дают возможность рассчитать проводимость уг-
леродных поглощающих нанотрубок. Объёмная 
плотность тепловых источников, содержащая 
|σzz|, позволяет определить решение тепловой задачи и в последующем определить ампли-
тудно-фазовые характеристики фотоакустичес-
кого сигнала, возникающего в массиве углерод-
ных нанотрубок. 
 
2 Построение модели возбуждения фото-
дефлекционного сигнала в слое хиральных и 
ахиральных углеродных нанотрубок под дей-
ствием бесселевых световых пучков 
Воздействие бесселевого светового пучка 
приводит к периодическому изменению темпера-
турного поля в поглощающем слое углеродных 
нанотрубок,
 
окружающей среде и подложке. При 
этом изменения температур может быть описано 













T T Q t z l
T T z l
             
 (2.1) 
где T1, T, T2 – значения температуры соответст-венно в окружающей среде, слое углеродных 
нанотрубок и подложке; σi = (iΩ / βi)1/2, βi – ко-эффициенты температуропроводности в окру-
жающей среде, слое углеродных нанотрубок и 
подложке, 0/ ,S cnk C   cnk  – коэффициент теп-
лопроводности в слое УНТ, ρ0 – плотность, vc  – 
удельная теплоемкость. Согласно [6], двумерный 
коэффициент квантовой теплопроводности для 
области температур, ниже температуры Дебая, 
определяется следующим образом
  0 0 ,cn phononk G N L L
 где 2 20 3BG k T h   – универсальный квант тепла,  2 24phonon RN N n nm m d    – полное число фо-
нонных каналов в УНТ, N – число шестиуголь-
ников в элементарной ячейке нанотрубки, dR – 
наибольший общий делитель для чисел  2n m  
и  2 ,m n  L – длина нанотрубки, 0 2L R   – 
длина поперечной границы нанотрубки, перпен-
дикулярной тепловому потоку.  
 Объемная плотность тепловых источников 
Q, записанная в системе уравнений (2.1), связана 
с аксиальной проводимостью слоя УНТ следую-
щим выражением: 
2 ,сnQ E                         (2.2) 
где 2cn zz      – проводимость слоя УНТ.   Учитывая выражение для интенсивности 
волны  
2
0 01 2 ,I n E    
выражение для скорости диссипации энергии 




22 ,eff effz zcneffQ I e I ec
              (2.3) 
где αeff – коэффициент поглощения, который мо-жет быть определен следующим образом: 
.eff с с n
        
В свою очередь, проводимость связана с мни-
мой частью диэлектрической проницаемости фор-
мулой  
0, сni            
(ε0 = 8,85∙1012 ф/м).  Скорость диссипации энергии ТЕ-моды бес-
селевых световых пучков в слое поглощающих 
углеродных нанотрубок удобно записать в ци-
линдрических координатах [7], [8]: 
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I cQ k n n
c
m J qr J qr z
q

    
      
  (2.4) 
 С учетом выражения для скорости диссипа-
ции энергии (2.4) перепишем уравнение для вре-
менной части, описывающее распределение тем-
пературы в исследуемом образце 
2 202
0 ,eff z r wTEST T A B e             (2.5) 
где 





I cA k n n
k c 
   
     
2
2 2
2 ,TE m mmB J qr J qrq  
2 .S Si     
Решение уравнения (2.5) ищем в виде 
     , , , ,ч oT r z T r z T r z   
где  ,чT r z  – частное решение уравнения (2.5), а 
 ,oT r z  – общее решение соответствующего (2.5) 
однородного дифференциального уравнения вто-
рого порядка. Частное решение уравнения теп-
лопроводности (2.5) ищем в виде  
     0
0
, ,eff zчT r z pC p J rp e dp

       (2.6) 
где p – параметр преобразования Фурье – Бесселя. 
Вычислив частные производные первого и 
второго порядка (2.6) по переменным r и z и под-
ставив их в (2.5), получим 
















   
 
  
Пусть     2 2 2 .eff zeff Sf p C p p e     Тог-
да параметр C(p) может быть определен сле-
дующим равенством 







                 (2.7) 
Согласно (2.7), выражение для  f r  примет 
вид 
      2 200 0
0
.eff z r wTEf r pJ rp f p dp A B e

     
Основываясь на свойствах преобразования 
Фурье – Бесселя и вычислив получившийся ин-
теграл [см. приложение], несложно записать для 
 f p  







f p rJ pr f r dr









где    2 2 2 40 1 0 221 1 1 ,2 2 4
m mI qw R p q w R p
q
        
  
  2 201 ,4a p p w  2 20
1 ,4b q w  
   
   
   
 
 




1 ! 1 ! 1 !




a p m a p
b
m m m m m
        
        
 
      
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   
  
     
 
  
   
2
2
3 ! 4 !
2 ! 2 ! 2 ! 2 !
3 ! 12 1 ! 2 ! 1 !
2 !1 .1 ! 1 ! 1 !
m a p m
R p b






          
        
   
 
С учетом (2.7) и (2.8) можно представить частное 
решение уравнения теплопроводности 


















1 1 ,2 2
m
A A qw    
2
1 2 ,mN q
2 4
2 0
1 .4N q w  
Решение соответствующего (2.5) однород-
ного дифференциального уравнения второго по-
рядка 2 0ST T    ищем в виде 
       0
0
, ,cn cnz zоT r z pJ rp A p e B p e dp

      
где 2 2 2 .cn Sp     
Учитывая стандартные граничные условия 
получены выражения для температур в трех-
слойной системе «окружающая среда – образец – 
подложка»  
   
 
   















z l r w
T pJ pr E p e e dp
T pJ pr
A p e B p e C p e dp












где        1 1 1 2 2 3 32 2 2 ;
eff S
A N R p N R p N R p
C p
p
        
   1 2 2 1
1 2 2 1
;b c b cA p C p
b a b a
   
   1 2 2 1
1 2 2 1
;a c a cB p C p
b a b a
   
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   2 2 1 2 2
1 2 2 1
2 ;Sk c a d b dE p C p
b a b a
     
 
      1 1 1 1
1 2 2 1
2
;
eff cn eff cnl l
cn cn
D p
d a e b e k c
C p
b a b a





1 1 1,cn cna k k      2 2 2 ;cnlcn cna k k e     
1 1 1,cn cnb k k      2 2 2 ;cnlcn cnb k k e     
1 1 1,cn effc k k      2 2 2 ;eff lcn effc k k e     
1 ,cn eff cn cnd k k     2 . ;cn eff cn cnd k k     
1,2,
2 2 2
1,2, .cn Sp     Тогда полное решение уравнения теплопро-
водности можно записать следующим образом 
 





.effcn cn zz z r w
T pJ pr




    
  
С учетом соотношения для скорости дисси-
пации энергии (2.4), и выражения для угла де-
флекции пробного лазерного пучка (случай 
трансверсальной геометрии взаимодействия)  
 , , ,1 ,effT
eff
dn dT x y z t
dy
n dT dx
         (2.10) 
несложно получить величину фотодефлекцион-
ного отклика, возникающего вследствие воздей-
ствия бесселевого светового пучка на слой хи-
ральных или ахиральных углеродных нанотрубок. 
Выражение для усредненной по простран-
ству температуры будет иметь вид 
    2 20
0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 2 1 1 2 2 1
0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 2 1 1 2 2 1




effS S ll l
r wTE
eff S
b c b c a c a cT e e e
b a b a b a b a




         




1 1 1,cn Sa k k      02 2 2 ;S lcn Sa k k e     
0
1 1 1,cn Sb k k      02 2 2 ;S lcn Sb k k e     
0
1 1 1,cn effc k k      02 2 2 .eff lcn effc k k e     
 Таким образом, амплитуда фотодефлекци-
онного сигнала, определяемая выражением 
(2.10), сложным образом зависит от диссипатив-
ных, геометрических и теплофизических пара-
метров слоя углеродных нанотрубок, окружаю-
щей среды и подложки, а также энергетически-
временных и поляризационных свойств БСП. 
 
3 Результаты и их обсуждение 
В связи с громоздкостью выражения (2.10), 
а также сложной функциональной зависимостью 
угла фотодефлекции от параметров среды и 
свойств возбуждающего излучения, был прове-
ден численный и графический анализ.  
На рисунке 3.1 представлена зависимость 
амплитуды фотодефлекционного сигнала, возни-
кающего при воздействии на слой вертикально 
ориентированных УНТ поляризационных мод 
БСП. Анализ амплитуды фотодефлекционного 
сигнала показывает, что величина результирую-
щего отклика осциллирует спадая по экспоненте 
с увеличением радиальной координаты ρ. Следу-
ет отметить, что амплитуда фотоакустического 
сигнала для металлических УНТ (n – m = 3q, 
qN) оказалась выше, чем у полупроводниковых 
(n – m ≠ 3q, qN). 
 
 Рисунок 3.1 – Зависимость фотодефлекционного 
отклика от радиальной координаты ρ для разных 
УНТ 
 
Амплитуда фотодефлекционного сигнала 
является симметричной функцией относительной 
координаты x/w0 (рисунок 3.2). Причем макси-мальное значение амплитуды ФД сигнала для 
слоя металлических УНТ с параметрами (6,3) 
приблизительно в 20 раз выше результирующего 
отклика для полупроводниковых нанотрубок (6,6).  
 
 Рисунок 3.2 – Зависимость фотодефлекционного 
отклика от относительной координаты 
для разных УНТ 
 
В результате произведенного графического 
анализа показано, что угол фотодефлекции явля-
ется симметричной функцией нормированной 
координаты x / w0 (рисунок 3.3). При увеличении частоты модуляции Ω приблизительно от 50 Гц 
до 150 Гц величина фотодефлекционного отклика 
Ф(x / w0) уменьшается. Это может быть связано с 
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тем, что исследуемый образец не успевает реаги-
ровать на изменения его теплофизических 
свойств из-за термоинерции. 
 
 Рисунок 3.3 – Зависимость фотодефлекционного 
отклика от относительной координаты и частоты 
модуляции 
 
На рисунке 3.4 представлена зависимость 
амплитуды фотодефлекционного сигнала от угла 
конусности α для слоёв углеродных нанотрубок с 
различными индексами хиральности. При опре-
деленном значении параметра конусности и в 
зависимости от порядка моды бесселевых свето-
вых пучков (m = 0, m = 1) может наблюдаться 
максимум или минимум амплитуды фотоде-
флекционного отклика, чем обусловлена воз-
можность управления величиной фотодефлекци-




m = 0: 1 – (2; 1), 2 – (3; 1), 3 – (4; 1);  
m = 1: 1ʹ – (2; 1), 2ʹ – (3; 1), 3ʹ – (4; 1) 
Рисунок 3.4 – Зависимость фотодефлекционного 
отклика от угла конусности при облучении УНТ 
различной хиральности ТЕ-модами БСП 
 
Заключение 
Таким образом, в работе построена теоре-
тическая модель описания фотодефлекционного 
отклика, возбуждаемого в слоях ахиральных и 
хиральных углеродных нанотрубок, локализо-
ванных на подложке, при воздействии БСП.  
Установлено, что величина результирующе-
го фотодефлекционного сигнала определяется 
параметром хиральности однослойных углерод-
ных нанотрубок. Показано, что амплитуда фото-
дефлекционного отклика существенным образом 
зависит от угла конусности бесселевого светово-
го пучка; при определённом значении параметра 
α может наблюдаться максимум или минимум 
амплитудного значения фотодефлекционного 
отклика – в зависимости от порядка используе-
мой TE-моды БСП. 
Продемонстрирована возможность эффек-
тивного управления амплитудой фотодефлекци-
онного отклика путем изменения угла конусно-
сти БСП, что позволяет воздействовать на ско-
рость диссипации энергии поляризационных мод 
квазибездифракционного пучка и соответствую-
щее распределение поля температур в исследуе-
мом низкоразмерном образце, локализованном 
на диэлектрической подложке. Механизм управ-
ления может быть реализован на базе электрооп-
тических кристаллов, обладающих эффектом 
Поккельса или применением оптических схем, 
включающих элементы, которые позволяют осу-
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Перейдем в интеграле (П.2)  к переменной 
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Для взятия интеграла воспользуемся преоб-
разованием Лапласа [9] 
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– вырожденный гипергеометрический ряд многих 
переменных,       ,m m          1 !n n    – 
гамма-функция. 
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Учитывая (П.2)–(П.4) и подставляя в (П.1) 
получим конечное соотношение для искомого 
интеграла 
   2 21 0 221 ,2 m
mI b R p w bR p
q
    
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